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The Q-function, as obtained by inverse Fourier transformation from the continuous intensity 
distribution of crystal diffraction is, in contrast to the Patterson-function, always a 'quasi- 
periodic' function. I t  is generated by a special type of superposition of the Q0-functions, i.e. 
Q-functions of a single crystal cell, each of which is shifted against the other in a manner some- 
what similar to the arrangement of the tiles on a roof ('tile-structure', Dachziegelstruktur). The 
Q0-functions can be calculated as the quotient of two determinants whose terms are obtained 
uniquely from the quasi-periodic Q-function. The Q0-function is the square of convolution (Faltungs- 
quadrat) of the electron-density distribution Q0 in a lattice cell. In the case of the electron-density 
distribution having a centre of symmetry, Q0 can be uniquely calculated from the Q0-function with 
the help of a convolution polynom, as has been shown in a previous paper. In the conventional 
method of classical crystallography the fine structure of the reflexions is neglected and only their 
integral intensities are used. The Q-function then degenerates to the well known Patterson- 
function which unfortunately shows no 'tile-structure'. A separation of the Q0-function is then im- 
possible since both determinants become zero. Moreover, the direct analysis of the Q-function 
(here Patterson-function) with the help of convolution polynomes is not possible as no boundary 
value exists for such a Q-function. 

The Q-functions of two special homometric functions consisting of a small array of two- 
dimensional lattice cells have been successfully analyzed. 

1. Ein le i tung und P r o b l e m s t e l l u n g  

I n  einer fr i iheren Untersuehung (Hosemann & Bagchi, 
1952) ist  ein grundsi~tzlicher Weg gezeigt worden, auf 
dem m a n  aus der experimentel l  beobachte ten RSnt- 
genstreuintensiti~t irgendeines begrenzten Stoffes mi t  
der Elektronendichte-Vertei lung ~(x) eindeutig diese 
Ortsfunktion Q(x) bes t immen kann.  Notwendig und  
hinreichend hierzu waren die folgenden drei Voraus- 
setzungen: (1) ~(x) ist eine stfickweise stetige Orts- 
funkt ion ohne Singularit~ten, die nur  in einem be- 
grenzten Volumen v des physikal ischen Raumes  yon 
Null  versehiedene Werte  ha t ;  (2) ~(x) ha t  ein Symme-  
trie- bzw. Ant i symmet r i ezen t rum;  (3) es ist  eine 
exakte Inversfom' ier t ransformat ion der veto Thom- 
son-, Polarisations- und  anderen Korrektur faktoren  
befreiten Streuintensit/~t mSglich. 

Bezeichnet b den reziproken Ortsvektor im Fourier- 
raum,  J(b) die experimentel l  gefundene Streuintensi t~t  

und fl(b) diese K0rrekturfakt0ren, das ~ymb01 ~ und 
~-1 die Operation der Four ier t ransformat ion und  Llarer 

Inversen,  ist  schliesslich ~/'das Symbol  ffir die 'eigent- 
liche Fal tungswurzel ' ,  so gilt 

~(x) = V ~ ;  Q = ~ - ~ ( J / f l )  " (1) 

Es wurde ferner gezeigt, wie m a n  diese Fal tungs-  
wurzel der Q-Funkt ion dutch Ras te rung  yon Q mittets 
eines Fa l tungspolynoms berechnen kann.  I)azu musste 
aber die Mess- und  Auswertegenauigkeit  so gross sein, 

dass die Randwer te  der Q-Funkt ion mi t  geniigender 
Genauigkeit  erfasst werden konnten.  

In  den folgenden Bet rachtungen  wird gezeig~, wie 
m a n  aueh ohne Kenntn is  der Randwer te  yon Q zu 
eindeutigen Strukturaussagen k o m m e n  kann,  wenn 
m a n  sieh vereinfaehenderweise nur  mi t  Kristal l-  
s t rukturen  besehi~ftigt. Es besteht  dann  die MSglieh- 
keit, aus der Q-Funktion eine sogenannte Q0-Funktion 
zu separieren. Ist  ~0(x) die Elektronenver te i lung in 

2 
einer Gitterzelle und  bezeichnet  das Symbol  ~ das 
Fa l tungsquadra t ,  die zur Fal tungswurzel  inverse 
Operation, so ist  Q0 definiert  durch 

2 

Qo(x) = Oo = Oo(y)~o(x+y)d%, (2) 

wobei y ein bei der In tegra t ion fiber den ganzen 
physikal ischen R a u m  zu vari ierender Ortsvektor m i t  
dem Volumenelemcnt  dry ist, Eine Kri~tal ls t ruktur-  

analyse stellt also die Aufgabe, aus dem experimentel l  
beobachte ten Intensi t~tsverlauf  J(b) dureh Invers-  
fourier t ransformation entsprechend (1) die Q-Funk- 
t ion zu gewinnen, aus dieser mit te ls  einer noch unbe- 
kann ten  Operation die Q0-Funktion zu separieren und  
yon dieser die eigentliche Fal tungswurzel  zu bi lden:  

eo = l/Qo • (3) 

Gelingt auch dieser letzte Prozess eindeutig, so isb 
dami t  die Kr is ta l l s t rukturanalyse  beendet.  Die fol- 
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gende Untersuchung zeigt, wie man die Qo-Funktion 
aus der Q-Funktion separieren kann. Dazt~ werden 
zun£chst in § 2 einige allgemeine Eigenschaften yon 
Q und Q0 festgestellt, die sofort auf die gesuchte 
LSsung ffihren. In  § 3 wird gezeigt, dass zur Be- 
rechnung der Q-Funktion die Kenntnis der Feinstruk- 
tur  der Reflexe notwendig ist. Vernachl£ssigt man 
diese wie bei der fiblichen Kristallstrukturanalyse,  
so gewinnt man s tar t  der Q-Funktion nut  die Patter-  
son-Funktion (§ 4). In  § 5 schliesslich werden zwei 
zweidimensionale homometrische Strukturen analy- 
siert. 

2. Die  Funkt ionen  Q und Qo von Kris ta l len  

ak seien die drei Kantenvektoren einer Gitterzelle, 
Pk ganze Zahlen. Ein Git terpunkt des Kristallgitters 
ist definiert durch 

3 

% = Z,  pka~. (4) 
k = l  

Im Fourierraum ist der Gittervektor 

3 

ba =.~, hkbk (hk = Millersche Indices). (4a) 
k = l  

Ist  P l ( x - x ~ )  bzw. Pl(b-b~)  eine 'Punktfunktion ' ,  die 
fiberall ausserhalb des Ortes x = Xa bzw. b = b a ver- 
schwindet und ein Volumintegral yore Werte 1 hat,  
so kann mit  Ewald (1940) der unbegrenzt grosse 
Kristall  beschrieben werden dttrch 

= ~o zl . (5) 
Dabei ist 

Oo Oo o o  

zl(x) -- .Z  .~, Z ,  P l ( x - x p )  (6) 
Pl pg. P3 

die 'Git terpunktfunktion '  (lattice-peak function) im 

physikalischen Raum und @0 zl bzw. 

gigs.= gl(Y)g~(x-y)dvy (7) 

das 'Fal tungsprodukt '  der Ortsfunktionen z 1 mit  @o 
bzw. g~ mit ge, wobei wieder wie in (2) der Ortsvektor y 
bei der Integration fiber den ganzen physikalischen 
Raum l~uft. 

Es sei ferner Sl(X ) eine 'Gestaltfunktion' (shape 
function), die innerhalb eines beliebig vorgegebenen 
Bereiches mit  dem Volumen v 1 im physikalisehen 
Raum den Wert  1. hat,  ausserhalb dieses Bereiches 
aber identisch in x verschwindet. Die Funktion 

slzl  (8) 

umfasst dann I nur noch die N Gitterpunkte xp, die 
innerhalb dieses Volumens v 1 liegen. Die Elektronen- 
dichteverteilung eines begrenzten Kristalls l~sst sich 
also mit Ewald (1940) beschreiben durch 

@ = @o(ZlSl) . (9) 

Es sei ferner s o die Gestalffunktion der bei xp = 0 
liegenden Gitterzelle. Sie hat  innerhalb des yon den 
Kantenvektoren ak gebildeten Parallelepipedes den 
Wert  1 und verschwindet tiberall ausserhalb. Somit ist 
die 'regul~re Gestaltfunktion' s(x) 

s(x) = so(zlsl) (10) 

innerhalb der N Gitterzellen des begrenzten Kristalls 
vom Werte 1, ausserhalb dieser N Gitterzellen aber 
identisch yore Werte 0. Um aus (9) die Q-Funktion 
des begrenzten Kristalls zu berechnen, muss man 
zun~chst da~ Fal tungsquadrat  von ZlSl kennen. Dieses 
verschwindet, wie in der Rechnung im Anhang I 
gezeigt wird, sicher ausserhalb jedes durch (4) ge- 
gebenen Gitterpunktes. Eine einfache Rechnung ffihrt 
auf das Ergebnis 

2 2 

(zlsl) = - z l (  8) . (11) 
vr 

Dabei ist 
vr = (ala2az) (12) 

das Volumen einer Gitterzelle. Da nach (2) das Fal- 
tungsquadrat  yon @0 durch Q0 gegeben ist und die 
Reihenfolge, in der man die Faltungen in einem mehr- 
fachen Faltungsprodukt  vornimmt, beliebig ist, so 
folgt aus (2), (9) und (11): 

2 2 
• ~ 1 ~ 

= = - -  Qo(z i s ) .  (13) 
Q @ v, 

I)ieser Ausdruck l~sst sich unter Benutzung yon (40) 
auch in der Form anschreiben:: 

Q(x) = .~  M(xp)Qo(x-xp)  , (14) 
p 

wobei M(xp) eine ganze positive Zahl einschliesslich 
:Null ist und durch Gleiehung (37) definiert wird (siehe 
Anhang 1). Qo(x) weist nur in einem Volumen der 
Gr6sse 8v~ yon Null verschiedene Werte auf (Beweis 
hierzu ist in Anhang 2 gegeben), das die Gestalt eines 
Parallelepipedes mit  den Kantenvektoren 2al, 2a2, 2a 3 
hat, wobei sein Mittelpunkt bei x = 0 liegt. Deshalb 
stellt (13) und (14) ein Haufwerk sich gegenseitig 
fiberlappender Q0-Funktionen dar, deren jede einzelne 
mit  dem Gewicht M(xp) versehen, um den Git terpunkt 
xp sich erstreckt und dabei allein die diesem Gitter- 
punkte benachbarten acht Gitterzellen fiberdecken 
kann. Da diese einzelnen sich gegenseitig fiberlappen- 
den Qo-Funktionen jeweils ein verschiedenes, durch 
M gegebenes Gewicht haben, so muss die aus (13) 
und (14) resultierende Q-Funktion yon Gitterzelle zu 
Gitterzelle mit  wachsenden [x l in charakteristischer 
Weise ~prunghaft kleiner werden. Wit sagen, die 
Q-Funktion eines Kristalls habe eine 'Dachziegel- 
s truktur ' .  W/~re die Q0-Funktion z. B. (was allerdings 
bei Kristal lstrukturen niemals mSglich ist) innerhalb 
ihres Gfiltigkeitsbereiches mit dem Volumen 8v~ von 
konstantem Werte, so gliche die Q-Funktion einem 
dreidimensionalen Treppenwerke, das nach allen drei 
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Richtungen in jeweils gleich breiten und hohen Stufen 
mit  wachsender Entfernung vom Punkt  x = 0 aus 
abf~llt. 

Wie man weiterhin aus Anhang 2 ersieht, gilt ftir 
die Qo-Funktion allgemein die folgende Beziehung: 

Qo(0) ffir xp = 0 
Qo(%) = 0 ffir % # O. 

(15) 

Somit vereinfacht sich in (14) die Q-Funktion in allen 
Gitterpunkten xp zu 

1 
= -Qo(O)s(xv) (16) Q(%) = Q°(O)M(%) v~ 

Denn die yon den benachbarten Gitterpunkten sich 
erstreckenden Qo-Funktionen haben im Gitterpunkte 
xp alle stets den Wert  Null. An jedem anderen Orte x 
aber genfi~ es, wenn man in (14) die Summation fiber 
hSchstens 8 dem Punkte  x in den drei Acksenrichtun- 
gen benaehbarte Gitterpunkte x v erstreckt. Dies 
kennzeichnen wir in folgender Weise: 

2 

Q(x) = ~ ~ Qo(x-%)s(%) . (17) 

Es sei yq irgendein weiterer, durch (4) definierter 
Gitterpunkt. Dann gilt 

2 
8 

Q(x+y~) = 1 ~Y, Qo(x-xp+yq)s(%) , 

V r  p 

Es treten hier also dieselben acht GrSssen Qo(x-xv) 
auf, gleichgiiltig, welchen Wert  man dem Gitterpunkt 
yq gibt. Substituiert man hier 

x, = % - y ~ ,  

wobei xs selbst wieder ein Git terpunkt ist, so folgt 

2 

Q(x+y~) = 1 , ~  Qo(x_x,),~(xs+yq) " (18) 
V s 

Einsetzung yon (16) ftihrt sodann auf: 

s Qo(x-x,) 
Q(x+yq) = ~ Qo(0---~ Q(x,+yq). (19) 

Stellt man diese Gleichung ffir acht verschiedene 
Gitterpunkte yq auf, so erh~lt man acht Gleichungen 
mit  acht Unbekannten Qo(x-x,)/Qo(O) und den aus 
dem Experiment bekannten Gr(Jssen Q(x+yq) und 
Q(xs+yq). 

Qo(O)Q(x+yl) = 

Qo(x-xl)Q(xl + yl)+ . . . +Qo(x-xs)Q(xs +yl) , 
Qo(O)Q(x+y~) = 

Qo(x-xl)Q(Xl +y~)+ . . . +Qo(x-xs)Q(xs +y~) , (20) 

Qo(O)Q(x+ys) = 

Qo(x-xl)Q(Xl +ys)+  • • • +Qo(x-xs)Q(xs+ys) • 

Hieraus folgt, da D i m  allgemeinen nicht verschwindet, 
die eindeutige LSsung: 

1 

D 

Qo(X-Xl) 
Qo(0) 

Q(x + yl) Q(x2 + yl) Q(xa + yl). . . Q(xs + yl) 
Q(x + y~) Q(x~ +y~) Q(x a +y~). . .  Q(x s +y~) 

Q(x+ys) Q(x~+ys) Q(xa+ys).. .Q(xs+ys) 

, (21) 

wobei die Determinante D gegeben is$ durch 

D = 

Q(xl+yl) Q(x~+yl) Q(xa+yl) . . .  Q(xs+yl) 

Q(Xl÷y~) Q(x2+y~) Q(xa +y~). . . Q(xs+y~) 

Q(xl+ys) Q(x~÷ys) Q(xa+ys). . .  Q(xs+ys) 

(21a) 

3. Die Fe instruktur  der  Reflexe 

Die Fouriertransformierte yon ~o wird Struktur- 
amplitude f(b) genannt:  

~(eo) = f (b) .  (22) 

Nach dem Faltungstheorem der Fouriertransformation 
ist dann die Fouriertransformierte yon Qo der Struk- 
turfaktor:  

~(Q0) = If(b)[ 2. (23) 

Die Fouriertransformierte yon Q se i /~  genannt:  

~(~) = R ( b ) .  (24) 

Nach dem Faltungstheorem ist dann die Fourier- 
transformierte yon Q gegeben durch 

~(Q) = [R(b)[ ~ = J / f t .  (25) 

Die Fouriertransformierte der dutch (10) definierten 
regul~ren Gestaltfunktion sei Gestaltamplitude S ge- 
nannt :  

~(s) = S(b).  (26) 

Nach demselben Faltungstheorem ist dann die Trans- 
2 

formierte yon s gegeben dutch den regul~ren Gestalt- 
faktor [S(b)[2: 

2 

= (27) 

Wendet man das Faltungstheorem noehmals an auf 
Gleichung (13), so ergibt sich fiir die korrigierte 
Streuintensit/~t einfach: 

1 [f[~v [S(b_bh)l~. 
= h 

(28) 

Zun~chst erstreckt sich also um jeden Gitterpunkt bh 
des reziproken Gitters der regulare Gestaltfaktor, so 
dass an sich jeder Reflex die gleiche Gestalt hat. Da 
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bei begrenzten Kristallen aber der Gestaltfaktor selbst 
yon endlicher Ausdehnung ist, so £ndert sich der 
Strukturfaktor selbst im Bereich seines Beugungs- 
hauptmaximums in merklicher Weise. Da diese 
)~nderung des Gestaltfaktors im allgemeinen im Be- 
reich jeden Reflexes bh eine andere ist, so zeigt ins- 
gesamt die in jedem Reflex gestreute Intensit~t J eine 
andere, als 'Feinstruktur'  bezeichnete Gestalt. Gelingt 
es, dieser Feinstruktur in ausreichender Weise Rech- 
nung zu tragen, so gewinnt man durch Inverstrans- 
formation aus J/fl eine Q-Funktion mit der oben- 
beschriebenen Dachziegelstruktur. Aus dieser l~sst sich 
dann mittels der Gleichungen (21) die Q0-Funktion 
eindeutig separieren. 

4. Die klass ische Kristal lstrukturanalyse als 
entartetes Problem 

Bei der iiblichen Kristallstrukturanalyse erfasst man 
nur die Integralintensit~t jedes Reflexes und fixiert 
diese an dem Orte b h. Damit entarten alle in den 
vorangegangenen Gleichungen (13)-(28) beschriebe- 
nenen Funktionen in der folgenden Weise: 

Zun~chst ist das Integral des regul~ren Gestalt- 
faktors, wie in Anhang 3 bewiesen, gegeben durch: 

l [S(b)[2dvb Nv,., (29) 

wobei dv b ein Volumenelement im Fourierraum und N 
die Zahl der Gitterzellen des Kristalles ist. Bei der 
ii.blichen Kristallstrukturanalyse nimmt man verein- 
fachend an, dass der Strukturfaktor innerhalb des Be- 
reiches eines Reflexes konstant ist yore Werte [f(bh)]% 
Es ergibt sich also ffir die Integralintensit~t des Re- 
flexes einfach: 

f J/fldvb = N[/(bh)[ 9 • (30, 31) 

Reflex h 

Bei der iiblichen Kristallstrukturanalyse diskutiert 
man dabei allein den Wert yon If(b)[ 2 in den Gitter- 
punkten b h. Dieses bedeutet streng genommen, dass 
man auf den unbegrenzt grossen Krista]l abstrahiert. 
Das Faltungsquadrat seiner reguli~ren Gestaltfunktion 
s(x) ist damit ffir endliche x von konstantem (unend- 
lich grossem) Werte. Die Q-Funktion in (13) entartet 
damit in die Patterson-Funktion Part  (x), die man 
gebr~uchlicherweise, ohne dass hierzu eine mathema- 
tische oder physikalische :Notwendigkeit besteht, statt  
im physikalischen Raum im 'Patterson-Raum' (vector- 
space) darzustellen pflegt: 

Ylm Q(x) = Part  (x) = N.  Qo zl . (32) 
_~r---> co 

Diese Funktion ist idealperiodisch und hat wieder elne 
Gitterzelle vom Volumen yr. Bedauerlicherweise ist bei 
ihr die in den Gleichungen (13), (14) und (17) ausge- 
drtickte Dachziegelstruktur verloren gegangen. Ins- 
besondere haben alle in (16) berechneten Q(xp) nun 
die gleiche GrSsse: 

lira Q(xp) = Pat t  (%) - NQ0(0 ) . (33) 
N--->oo 

Aber auch alle durch (19) ausgedriickten Q(x+yq) 
haben nun denselben Welt :  

8 
lim Q(x+yq) = Part  (X+yq)  = N. .~ ,  Q o ( x - x s )  . (34) 
zV--> oo 8 

Eine Separation der Q0-Funktion ist darum nicht mehr 
m5glich, da die Determinante D = 0 und die Glei- 
chungen (21) eine unbestimmte Form annehmen. 
Es entstehen dadurch die bei der Analyse der Patter- 
son-Funktion hinli~nglich bekannten mannigfachen 
Schwierigkeiten, die ohne Hinzunahme irgendwelcher 
Zusatzhypothesen nur in ganz besonders gelagerten, 
in der Natur meist nicht streng realisierten F~llen zu 
umgehen sind. Hier treten dann auch die Mehr- 
deutigkeiten homometrischer Strukturen, insbesondere 
die der oft zitierten homometrischen Punktstrukturen 
auf (Patterson, 1939, 1944). 

Auch die in § 1 erw£hnte direkte Analyse der 
Q-Funktion mittels Faltungspolynomen, wie sie an 
anderer Stelle dargestellt wurde (Hosemann & Bagchi, 
1952) verbietet sich nun, weil die Q-Funktion, jetzt 
Patterson-Funktion, in Endlichen keine Randwerte 
mehr hat. 

5. Eindeutige Analyse homometr i s cher  
Funktionen 

Nach dem Vorangegangenen leuchtet es ein, dass eine 
eindeutige Analyse homometrischer Funktionen mSg- 
lich sein muss, falls man nur die Feinstruktur der 
Reflexe in ausreichender Weise mit in Rechnung stellt. 
Um das Wesentliche der oben angestellten Betracht- 
ungen herauszusch~len und um die Rechenarbeit nicht 
unnStig zu erschweren, wurde das folgende Gedanken- 
experiment durchgefiihrt: 

Einer yon uns setzte mehrere Gitterzellen zweier 
zueinander homometrischer zweidimensionaler Punkt- 
strukturen zusammen und bildete daraus entsprechend 
Gleichung (13) in einfaeher Rechenarbeit die Q-Funk- 
tion. Diese Q-Funktionen wurden nicht eingeweihten 
Bearbeitern zur Auswertung iibergeben*. Entweder 
wurde aus ihnen nach Gleichung (21) die Q0-Funktion 
separiert oder es wurde aus der Q-Funktion selbst, 
bzw. aus den so erhaltenen Q0-Funktionen, die eigent- 
liche Faltungswurzel mittels eines einfachen Re- 
kursionsverfahrens errechnet. 

Die Entwicklung nach Faltungspolynomen war des- 
halb mSglich, .weft beide Strukturen ein Symmetrie- 
zentrum hatten. Die Separation der Q0-Funktion aus 
der Q-Fm~ktion gelingt aber auch fiir unsymmetrische 
Strukturen. 

* F r a u  I ) r  Meisinger u. H e r r n  cand . -phys .  G. H e n z e  d a n k e n  
wir  fiir die I )u rch f i i h rung  dieser T e s t - E x p e r i m e n t e .  H e r r  
Prof .  C. H e r m a n n  h a t t e  uns  auf  die gew~hl ten  P u n k t s t r u k -  
t u r e n  a u f m e r k s a m  gemach t .  

A C 6  21 
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Fig. 1 und 2 stellen jeweils die H~lfte der in den 
Versuch gegebenen Q-Funktionen dar. Da das bei 
x = 0 liegende Zentrum O stets ein Inversionszentrum 
ist, braucheu die iibrigen Werte nicht angegeben zu 
werden. Fig. 3 und 4 stellen die hieraus separierten 
beiden Qo-Funktionen dar. Dabei bedeuten die ein- 
getragenen Zahlen jeweils das Gewicht (Volumeninte- 
gral) des betreffenden Strukturpunktes. Fig. 5 zeigt die 
aus ihnen mittels Gleichung (32) berechnete Patterson- 
Funktion in einer Gitterzelle; sie ist die gleiche fiir 
beide Strukturen. Fig. 6 und 7 schliesslich zeigen die 

0..--.0 ..... 0-...0 ..... 0 ..... 0 .... 0 ..... 0----0----0-----0.-.-0 ..... 0 

0 1 0 2 2 1 4 1 2 2 0 1 0 

0 0 2 0 2 2 0 2 0 0 0 0 0 

0 2 0 5 4 2 8 2 4 4 0 2 0 

0 2 2 4 6 4 8 4 4 4 0 2 0 

0 1 2 2 4 5 4 5 4 2 2 1 0 

0 4 0 8 8 4 @ 4 8 8 0 4 0 

Fig. 3. Die mi t te l s  Gleichung (21) aus  der  in Fig. 1 darge- 
s tel l ten Q-Funk t ion  separ ier te  Q0-Funktion.  I h r  bei P u n k t  
18 l iegendes S y m m e t r i e z e n t r u m  ist  wieder  durch  einen 
Kreis  gekennzeichnet ,  wobe i  ihre un te re  H~l f te  wieder  
weggelassen ist. 

Fig.  4. 

0--.-.0-.-.0----0 ..... 0 ..... 0.----0.---0----.0----0---.0----0 ..... 0 

0 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 0 

0 0 2 2 2 4 2 4 2 0 2 0 0 

0 1 2 5 4 3 8 3 2 4 0 1 0 

0 0 2 4 2 4 6 4 2 2 2 0 0  

( } 0 4 3 4 8 6 8 4 3 4 0 0  

0 2 2 8 6 6 @ 6 6 8 2 2 0 

Die mi t te l s  Gleichung (21) aus  Fig.  2 separ ier te  
Oo -Ftmkt ion .  

@..8...8..@..8...8..@ 
8 8 8 8 8 8 8 

8 8 8 8 8 8 8 

@ 8 8 @ 8 8 @  
! 
8 8 8 8 8 8 8 

8 8 8 8 8 8 8 

@..8...8..@..8...8..@ 
Fig.  5. Die aus  Fig.  3 oder  Fig.  4 mi t te l s  Gleichung (32) be-  

reehnete  P a t t e r s o n - F u n k t i o n ,  f iber den  Bereieh einer ihrer 
Git terzel len dargestel l t .  Die  P a t t e r s o n - F u n k t i o n  ist im 
Gegensatz  zu den in Fig.  1 u n d  2 darges te l l ten  Q-Funl~tionen 
idealperiodisch u n d  weis t  im Zweidimensionalen  je  Git ter-  
zelle s te ts  4 Symmet r i ezen t r en  auf,  die wieder  durch  Kreise  
mark ie r t  sind. 

mittels Faltungspolynomen aus Fig. 3 und 4 errechne- 
ten Qo-Verteilungen, die zueinander homometrischen 
Punkstrukturen. 

Fig. 6. Die  mi t te l s  des Verfahrens  nach  F a l t u n g s p o l y n o m e n  
aus  Fig.  3 e r rechnete  ~o-Verteflung. Sie h a t  eine P u n k t -  
s t ruk tu r .  J e d e r  durch  einen gefiil l ten Kre is  ma rk i e r t e  
S t r u k t u r p u n k t  h a t  das  Gewicht  1. 

• @ • • • 

• • • • • 

Fig. 7. Die  mitteLq des Verfahrens  nach  F a l t u n g s p o l y n o m e n  
aus  Fig.  4 e r rechnete  ~o0-Verteilung. Ih re  S t r u k t u r p u n k t e  
h a b e n  gleichfalls alle das  Gewicht  1 u n d  fiihren auf  dieselbe 
P a t t e r s o n - F u n k t i o n  wie die P u n k t s t r u k t u r  der  Fig.  6 (homo-  
met r i sche  S t ruk turen) .  

A N H A N G  1 
2 

t 

Z u r  B e r e c h n u n g  y o n  (zlsl) 
Es ist 2 - S  (z181) = zl(y)sl(y)zl(x+y)8~(x+y)d%. (36)  

Dieses Integral ist~ hSehstens dann yon Null versehie- 
den, wenn x auf einem Gitt~erpunkt~ xp (vergl. Gleiehung 
(4)) liegt, son.st hat im Integranden fiir a l ley entweder 
zl(y) oder zl(x+y) den Werg Null, so dass der Integrand 

21" 
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insgesamt identisch in y verschwindet. Andernfalls 
aber liegen genau M(xp) Gitterzellen der 0rtsfunk- 
tionen zl(y)sl(y) und des um den Vektor - x  gegen sie 
parallel versehobenen 'Geistes' zl(x+y)sl(x+y) auf- 
einander, wobei M(xp) eine ganze Zahl ist. Vergleiehe 
hierzu u. a. die Berechnungen des Gestaltfaktors yon 
Stokes & Wilson (1942). Um die Zahl der koinzidieren- 
den Gitterzellen yon Original und Geist einfach zu 
berechnen, fiihrt man die durch (10) definierte reguli~re 
Gestaltfunktion ein. Sicher ist ni~mlieh 

2 

8(xp) = M(xp)Vr (37) 

das dem Original und dem dagegen um den Vektor 
-xp  verschobenen Geist gemeinsame Volumen, das 
gleich sein muss dem M-fachen des Volumens vT einer 
Gitterzelle. Definiert man weiterhin die Punktfunktion 
etwa mit Ewald (1942) dureh den Grenzwert 

1 
P~(x-Xa) = lim ~-L-7i7~,~37~ ex p [-((X-Xa)/C} 2] (38) 

~-+0 (~c)~/" 

so hat  der Integrand yon (36) dann und nur dann yon 
Null merklieh versehiedene Werte, wenn sowohl 
lY-XpI als auch ly -x~+x-xq]  einen die GrSsse cnicht  
merklieh fibersteigenden Wert aufweisen und xp und 
xq zwei Gitterpunkte sind. Fiihrt man die Integration 
in (36) fiber einen derartigen Bereich um den Gitter- 
punkt x~ mit einem Radius in der Gr6ssenordnung yon 
c durch, so ergibt sich: 

f¢. ZI(y)7~I(x+y)dvy = I p I ( y - x p ) p I ( y - X p + x ) d v y  
i 

¢--~ 0 t v~ t , - i -  o 

1 
= lim exp[-((x-xq)/V2.c}~ ] =P~(x-xq) (39) 

~-+0 (~2c~) ~s~ 

Also ist insgesamt 

z~8~ -= .~ M(xq)P~(x-xq) = - - z ~ ,  (40) 
v~ 

indem man bedenkt, dass bei dem ganz rechts 
2 

stehenden Faltungsprodukt nut  die Werte yon 8 in 
Erseheinung treten, die an einem Gitterpunkt x~ vor- 
handen sind, somit also Gleiehung (37) eingesetzt 
werden daft. 

ANHANG 2 

Die Ausdehnung der Qo-Funktion im 
physikalischen Raum 

~o ist als Elektronendichte innerhalb einer Gitterzelle 
definiert und ist somit eine stetige Ortsfunktion, die 
aber auch auf der 0berfl~che des Gitterzellen-Parallel- 
epipedes noch yon Null verschiedene Werte haben 
kann. Ist A der grSsste Wert, den ~0 innerhalb einer 
Gitterzelle annehmen kann, so l~sst sich Q0 nach oben 
bin abschi~tzen dutch die folgende Ungleiehung: 

9, 

QO ~ A2 so(Y)So(x+y)dvy ---- A28o , (41) 

wobei s o die schon in (10) definlerte Gestaltflml~tion 
einer Gitterzelle ist. Der IntegTand yon (41) hat  inner- 
halb des gemeinsamen Volumen v, der Gestaltfnnl~tion 
s o und ihres um den Vektor - x  parallel versehobenen 
Geistes den Wert 1, ausserhalb aber den Wert Null. 

Dies gemeinsame Volumen v, hat  wieder die Gestalt 
eines Parallelepipedes. Seine zu a 1 parallele Kante a n 
ergibt sich, indem man das Volumen des yon den drei 
Vektoren x, ag, a a aufgespannten Parallelepipedes in 
der folgenden Weise mit dem Volumen vr der Gitter- 
zelle in Verbindung bringt: 

lan[ --- la~l. {1-{[(xagaa)i/vr}} , 

wobei [(xa~aa) ] ~ v, sein muss. Andernfalls koinzi- 
dieren Geist und Original sicherlich nicht mehr mit- 
einander. Da a,1 parallel ist zu al, bereehnet man das 
Volumen v, leicht wie folgt: 

vr 1 [(xa2aa)ll 1 ](xa3al)l]( 1 L(xala~)!l ' 
Vr / ( V r / \ V r / 

v,(x) = (42) 
falls jeder Faktor dieses Produktes grSsser als 
Null ist, 0 ffir alle anderen Vektoren x. 

Und es gilt fiir Qo die Abschi~tzung: 

Qo(x) ~ A2%. (43) 

N~hert sich der Vektor x yon innen der Oberfl~ehe 
des zum Punkte x = 0 konzentriseh angeordneten 
Parallelepipedes mit den Kantenvektoren 2al, 2a9, 2a a, 
so geht damit Qo(x) zumindest linear gegen NUlL Es 
ist somit bewiesen, das~ die Funktion Qo(x-xp) hSch- 
stens die im Gitterpunkt xp zusammentreffenden acht 
Gitterzellen fiberlappen kann und schon in den dem 
Gitterpunkt xp benaehbarten Gitterpunkten den Weft 
Null erreicht hat. 

ANHANG 3 

Die Integration des regul{iren Gestaltfaktors 

Allgemein ist 
2 

S IS(b)l~dVb -- lira ~-liSl~ = lim 8 
x-->0  x- ->0  

= ~lm f s(y)s(x+y)dvy = f s2(y)dv ~ . (44) 
x---> O 

Da die durch (10) definierte regul~re Gestaltfunl~tion 
ein Volumen Nvr erffillt, wo N die Zahl der Gitter- 
zellen und vr das Volumen einer einzelnen Gitterzelle 
ist, und da 8 ebenso wie 82 innerhalb dieses Volumens 
den Wert 1 hat und ausserhalb verschwindet, so ergibt 
sieh aus (44), was zu beweisen war: 

1 1 IS(b-bh)i~dvb = N .  
Yr 

(45) 
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A Method of Fourier Synthesis  Using a Standard Hollerith Senior 
Rolling Total  Tabulator 
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(Received 4 November 1952 and in revised form 1 December 1952) 

This paper describes a method of setting up a Hollerith Senior Rolling Total Tabulator for the 
calculation of Fourier synthesis in which the tabulator runs at its maximum tabulating speed and 
with which no auxiliary Hollerith machinery is required. 

During the last few years Hollerith accounting ma- 
chines have been used increasingly for the computation 
of Fourier synthesis and severalpapers,  describing 
various methods of operation, have appeared (Hodg- 
son, Clews & Cochran, 1949; Cox & Jeffrey, 1949; 
Cox, Gross & Jeffrey, 1949; Greenhalgh & Jeffrey, 
1950). At Birkbeck College a technique has been 
devised for using a standard Hollerith Senior Rolling 
Total Tabulator having no special adaptations. In this 
scheme the machine has been made to operate through- 
out at its maximum tabulating speed and it has also 
been found possible to perform the entire calculation 
with one fixed set of plugboards. The method requires 
a minimum number of card passages and, since only 
one pack of cards is used, it is essentially inexpensive 
to run. The mode of operation is so simple that  a 
trained operator is not required. 

The pack of cards in use has been kindly supplied by 
Mr T. B. Boss of the National Physical Laboratory. 
Each card is double-punched (Greenhalgh, 1950) with 

sixteen values of the function A cos. (fx) to one decimal 
sm 

place, a negative number ( - y )  being punched as 
(10,000-y); values of the argument (x) range from 
0 ° to 90 ° at 6 ° intervals. The present pack contains 
amplitudes (A) from 1-5, 10-50, and 100-400, i.e. 
fourteen cards in all for each frequency (f), which 
has values in the range 0-59. An extension of the pack 
to much higher values of (f) is contemplated. 

The method of computation is the same as that  used 

* Now at: Istituto Nazionalo per le Applieazioni del 
Calcolo, Piazzale delle Scienze 7, Rome, Italy. 

t Now at: Royal Naval Scientific Service, Queen Anne's 
Mansions, London S.W. 1, England. 

with Beevers-Lipson strips. Cards of the required 
amplitude and frequency are picked out from the main 
pack and the sums of the sixteen fields are obtained 
in separate counters. Since there are only six counters 
and six numerical print banks in a standard Senior 
Rolling Total Tabulator, not more than six fields can 
be summed at any one time and three passages of the 
cards through the machine are necessary. 

To avoid changing plugboards, the four multipoint 
relays (known as selectors) are used to determine the 
group of fields being summed. These selectors, which 
are switchable, have eleven positions on both the 'on' 
and 'off' sides. If they are paired and connected to form 
a 'tree', it becomes possible to select any group of 22 
columns on the card out of a total of 66 input columns. 

The first field on the card (i.e. the amplitude) is 
always summed and printed to check that  no cards 
have been lost between successive insertions of the 
pack. Hence this particular field need not be selected 
and the card columns corresponding to it are connected 
directly into a counter. A group of 25 columns out of 
the remaining 75 is still to be selected; this exceeds the 
capacity of the selector 'tree' and therefore a modified 
method has been adopted. 

The most significant digit in each field is always '0' 
if the field is positive and '9' if it is negative; the 
next most significant digit has a maximum value of 
'4' if the field is positive and a minimum value of '5' 
if it is negative. This distinction is used to determine 
the signs of the fields, without having to transmit 
their most significant digit, in the following way. 

A normal Senior Rolling Total Tabulator has sixteen 
inner control relays, connected in series. This chain 
is broken into groups of four relays by supplying an 


